The construction of confidence intervals for frequency analysis using resampling techniques by Hall, M. J. et al.
The construction of confidence intervals for frequency
analysis using resampling techniques
M. J. Hall, H. F. P. Van den Boogaard, R. C. Fernando, A. E. Mynett
To cite this version:
M. J. Hall, H. F. P. Van den Boogaard, R. C. Fernando, A. E. Mynett. The construction of
confidence intervals for frequency analysis using resampling techniques. Hydrology and Earth
System Sciences Discussions, European Geosciences Union, 2004, 8 (2), pp.235-246. <hal-
00304907>
HAL Id: hal-00304907
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00304907
Submitted on 1 Jan 2004
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.
	
		



	

	
	

	
	 	




	
	
	
	

 !"#"$%&&$
'("$)$
**!+"$%&&$
','-$."/$0.	0-12)',
.$02&3.4&$$5&42

	
			
						
				
								
 	 	 	 		  		  	   !	 	
  	 
					"			
#			
			"
$			!!	

	

	

	
 ! 	
"	 


  #	
 
	
 
 "	 " $ 
	%
"#	&
		'	!	
$ #	
 	 #
 	 	 	 !  !  
$
'
#
!#	
!!

"% !   		 	  #	
	 #  
 	

 
	
!(!
	 		   	   #)  
	#
 
	
	$	
	 $	 	
'
*

	
$
!	!	$	

 	 	 	 
 + 	
 	"
 ! 	
!+ 
 # 
 	  
  
 
#	$  ! #$ ! 	   ! 
'
	
	  !   	 + 	
 		 
 #
  $ 
!
  	 $ 	
	 ! 
	
! 
!,-./0
"	
# 	%
 
	 
 
 
	%
'
 	
!	
	!	+ 	
	

  
 #  ! !  # 
 	
 
 ! 		 	
' *! 	 + 	
 	
 #
(		
	! 

!# 
		

	
	(			! 

!
$		
	
$		
!			'
1 !	 !  !
 121 
		"&		# 
$		
!
		
	
	
	$	
	+ 	
"
 $		
' 3  		 # 
 
	
$		
!%"
	
$		
"
	
	
	
	$	
		+ '"$
+ 	
  
 
 
	 
 
	 
  

	
'4(	
	
$		#
!%"
		$		##  !	
	

	  	%  
	
  $	
 !

!
 
$	 

  
  
  	
(!#5#6-./7!8	
***87
# 
'4
	(	

+ 		"
!
!		
$$(	


(
!+ 	
		! 

!	
						#  	
$	 
	
 	  	#$  
  
 + 	

	
	%
(	
!	

'9
%


-.:.			
	(;	 
; # 
 " 		 	
 # 

 
!"		

1	( <%1 1< #    	

(

		#!(+ 	
	
	
$ $	  !  	 		" (# 	
	% # 
'
3 #	#
 
"		

!!!
!			
'3(	
1< 
 	"	 $ 	!	 	 !
		!	
&		# 

"

$
	
!	!

	#

! 
%
"
		'
<
	=# 	
87# 
		%!'
*


		!		

"	 	#$	
  %#
 
# 
	
	!		#



'8			

+ 		
!! !	 	1	( 8 
!	
18!>
	
4
-.7	

	# 	$	
	! # 
'
*

	!	
!	
	
!	+ 	
!	
!+ 
# 

 
 	 	!"	'4  
 # !
	
		(
	$		#!#121	
1<
			
	  ?		

(;	 *;- ## 

?@>-./0
-''4
			
!
87# 
	$#
$#,	A	%-.0/
	
5#6-./7	

!	

	
	!
+ 	
$!		
	
		
 	 
 ?@> -./0B 
 '/'0B  	
C 
 	
4	
 -..'  # !
	
	
	!+ 	
 
	
	$
			!"!	 		

'2

 #		
!	
	
*
  	  
 
 ! 
!
  
+ 	
 	 #	
 ! # "& 	
 &
		!+ 
# 
$	 	#	
!
5	 	
 
+ ' ;-  #
# 
"				
(	!	 	 "&
		# 
!"	
	!+ 	

	 	
 # $ 	
		'D!!
 A !
	"
	#1
>	!	

;* 	
	
		!	"
	 
1<'	
		 

!  	
	  !  + 	
 	  

	 "  #	
 # 		
 ! 
5	"	 		

#
	
 #
!	+ !!!

		A'
("	
	"	&		=# 
# 
!"	
	#$	
	
!  + 	
 	  !!   
 #
	
		'$	 	
18
!			

	!1<#	 
!  # 
 
"  	 ! 9&	
# 
		%	'	
 "
	 
!	
! !		
		
!	

	
"	
 


'
	

@	
			&#	 	
!
		
!
'
	"	
 

-.0 	 	  &#	 ! 	
#	
	
 	
	  	
 
 "	 
	

	-./		
		!	

!	
	!
	
#	
-..7!! 
#	% 
'*
!!	
		
			!
		  	 !"  	 !  
	
	'
	

	
"	#

 
  ! 		 
' *
 
	


	
"		#	

"	
''
		
	#	#

	

	#		


	

			'!$
	

		!
A	
 #!#5		

 




 
N
N 12 '+ 	

		"	


# 
!	#'"$ 
 	  
 #!
	
		
	
	 	

$

	
				


 #&!	
 #!#	'
D  
	# 		
 
 # 	$

		 	
	
$
	!	
	
"$				!!
		

+ 	$		

	

 
  	
"	   


'
"$5		#
	#C 
	

4	
 -.	
	%	
D 

 -../ 	
%		"$	
' *
	

 
	
1	-.-8	
<
	-..	

5 
7	$	5	

	!
!+ 
 	
	 	
1 	
	% -..- 	$
	
+ !
!

"%'9	%&%
!	#
 #5
)	
	

		A-.: 
		
!	
!
	
 
  
!! ! 		  #)    

(
'4	
!	

	
	!
	   	$ #
  # $	
	  
 
 8	 	 
 -.2$	 	 

-.;	
	-..:<		
		-..:
	
			
-../'
4	
 	

 !!
	
5	 	 !  	
	  ! 	 		
	
		



	

	ˆ '$
		$  TNxxxX ,.....,, 21 
 


 	 **2
*
1 ,.....,, BXXX   	 


!$	 	
#	"
!
		"
	
'3			
	!+ 
		 Bbb ,..,2,1  ,ˆ
*   '	
	
!		  ˆSE 
	#	
	
$	
!	
E
    




B
b
b
B
b
b BB
SE
1
**
2
1
**
ˆ
1
ˆ
    ; ˆˆ
1
1
ˆ  -
$
  	
	  !  		  	&$

!
	#
 #	 
		
+ 	
  
	 #  	
  

 

ˆˆ
* SEz "!	
	
	$	


   
!
 $ "
#

	'4
	$!		 	
	(	


 	# 	
  $	  !  	 
  
		
$	 	#	!!
 	 !  + 	
 	
% 
 	

 !
	
 				'4			


"  5	 
"	 	 

 
!
!+ 	
!	
!	
	#
##D 

-'
5	 
 	 # 	#$

 	 #	 ! ! 	
'1 !

  ! !

 
!
    	 

	

		

		
	5>


		$		#	(!# 

!!
	
#	
-..7B	-F-	
D	$

	

%-../B	0'"$	!
!
				$	$	
	 	
	
!		
		
5>


""
		
(	$!(


	
$	
'	)! 	
! 
 
 !  5	 

'
*
	
5		#	
"!!

! 
$$
   
	 #$	
 !

!	


	 	
		
	!	!		'*
!
!+ 
	
	# 
	 
#!		
 		!!

#"
  #$	
 	
  
 
  !
# 


		
	$		'
"$
	
 		 		

 
# 	  #  # 
	  	
 



' 3 (	 
5	
 

   	 	 !
 	   #  	



	

	# "A(	

 '' 3	
 -.-' *!   	 	 	
	
$		
!	# 

		"# 	
$
!


$	"#
	"'1	 
!
 # 	$ #
 $ #C" -.. 	

=%-../'8
	
$	
! 	!
! # 
 " 	  	 $	  
 
  
  	 	
 	   	 $"

$		# +  
 

'! 
 
 !5		
				

'
D 

		! 	


"		$
9	%&%
!'*
9	%&%
!	

		 $	! #&	!			
  1 2: , , , NX x x x  ' *
  G	
	H 
	
			$ #&	! X 	!!
 ( ) 1 2 1 1, , , , , ,n n n NX x x x x x    ' *
  "	 
	! X !A 1N  		# 	$
 

#$	
		'4
	$		 ( )nX
	
#
		
! 1N  	!X " 
	
'
3		  1 2, , ,N Nx x x    !	 X
"  	 nx    	 


 	


	#  9	%&%
!	 ˆJack 	

	
	 ˆ( )JackSE  	!
#
 1 1 2 1 111ˆ , , , , , ,
N
Jack N n n NnN x x x x x         
2
1
1ˆ( ) NJack nNNSE   
7
	 
9	%&%
!''!
	
#	

-..7B	 	
  -..0 " 	  

!
	 !  $		
  	
	  +  	
 !!
	 
!	!		! 


!	 nx '*
!+ 
	
	 

"  	"
		 
	

		
	#	#
! 

8D3 ( | )f  '
*GH		 ( | )f  	
I		
  	$ # 
 ! 

 >D3 ( | )F   


'4	!
 
	1<18121 '   	  	
 	
 1 2, , ,N Nx x x     	  "   	
 nx '
*

	 	

9	%&
%
! &- 		"	 
 ! 
   
	!		!	
	
	
	!
		!	8D3 ( | )f  ' "	$!
# 	
  9	%&%
! 	 " 
	
		(
!		" 
(
		$		#

  

	5	!!	
'*
!	
	
	
  21 1 2 1 11 ˆ , , , , , ,Jack N n n Nx x x x x      

 
!"		

9	%&%
!	 
 #+ 	 	$

!	$		A	"	J7'
*
!+ 
	
			
 
	
!
# 
H			

		
 '
1 	
 	  	 	
  
	
 !
+ 	
 ''  $ Px  		  
 
##	#!

&(
  0,1P '3
	 $
 >D3 ( | )F   	
 	
 	 ˆ  ! 
# 
H			
	!	+ 	
 Px
	
# 	
, , Nx   ' *
  "	  Px  	 	 
 	 		&
! 
	
	
		# 
!
	  1 2, , , NX x x x   	 	
 #
 $
!	# 
!	'3
		+ 	
			
!		
		 	
	9	%&%
!	
 


	!	
	
	
I 	  #
   
	
 ! 
+ 	
	!
	
#	
-..7B		
 
-..0'
	 ˆˆ ( | )invPx F P  !	+ 	
"
#	
	#	
	# 

!	%9	%&%
!	!	
	
	 ! #' #"	 
! #
 	
	"		
#"
9	%&
%
!	
5		!+ 	
 Px 	

	
	 ' 	
"	 #	
 ! 	
	A 100N  		
$
!	#	#
!

&(
''&-

!!

" ! 
' 3 	 	 A 50N   	 
 	
 "	 !!
 "$ " 9	%&%
! 	

5		!+ 	
 Px 	
	
	
	
"
!&"	
		
$	 
#"
 34  	
 1
N
N ' 3 	& 	
 	"

1
N
NP   " 1
N
N  	
 # 
 	  	
#	#!

&(
		"	
		
! 	% 	!!
	 '
!!
		"!!5	
	
 9	%&%
! 	 !  
# ! 	
Px 		%"'*
 	

!

$	
! 	 + 	
 Px  " # 	 # %"'   %"

!
 
$	 	

 # $ ! 
	
	!+ 	
	
 !##	

	
'35			
!	## 
!9	%&%
!&-#	 !



!	''		
 -..0'



!9	%&%
!	!

&
		
I		
#$ 
	

	!! #&	
#	$
  ( 1)d d 
!!
#$	
		
	!-	

!	'	!
					
	
#
! 
 
 !
 	
#	
 -..7 	
 	 	
 
-..0' 	  " 	 
  	 


	
		
	
		#	
!	


!	
 r N d  $
!
'


!			A'3	
A 	#!9	%&%
!&!
 #! !
 
!	 	%"
!


$	!+ 	
'
 	#$ 
	
 	   !"


 
	# 		
!	
!9	%&%
!
 !  	
 !  
	
 
 !+ 

	
	'3		A 100N  		9	%&%
!
! ! 	
 	
 #   	
	 $ 	 	

	
	$5	'		

!


$	 !  		  	
I + 	

ˆ
ˆ ( | )invPx F P   ! 	 # 
 ( | )f     #
 		  	 "' 3 100N  

!

$		$ 			

$		
##	
	
		


	

	9	%&%
!		
	

'3		A 50N  	
	 9	%&%
!	    	 	 	 ! 
		 	
  	
	 ' 3  + 	

Px   	  	 
 	  #	# ! 

&
(

 	'"$"		
A
!

$	!	!		
	
+ 	
	!
+ %"	
	

!
# $  !  	
	 '4 

#	
9	%&%
!	 
#
	'1$#	 !		A N 

 	 	
 r N d   	
 #     		
 
	 	 ! 	 	' *
 		 		
 !
!+ 
	
			A	(
		

!
 
 #! 	   	
0' *
	
!	9	%&%
!
# !
	
! 
	
	

	
!
	"
#

! 	'

	
  	$# 
! 

>D3!;-
 ## 
	#"

!
    0    ;,     ; expexp| 
	










  

 TxPxF

"K			
	
			
!
# 
!''+ 	
K!	
	
	
! 

!	
	$		
    1,0     ; lnln  PPH 0
 1 2ˆˆ ( | ) | , ,inv invP Nx F P F P x x  
	
		



	

$
#
 .HQ  :
$
  
	 ! ! +
' :  $		
 ! 
	 + 	
 Qˆ  	
 # "
 
  ! 
	(	 $		
 	
 $		
 !  	
	
	
			 ˆ 	
ˆ 
!
	!#$	
	

        ˆ ˆ,ˆ 2ˆˆ 2 VARHCOVHVARQVAR  /

1<$		
	
$		

&
	
!+
'/	##	
!$		
&
$		
	(?@>-./0B
-'7"

$!	
!
 %! 


 	  ˆ and ˆ  	

   
   
   
 
	















	





616
16161
,
,
22
2
2
22
NVARCOV
COVVAR










*
(
 H
	
'0//L'

    261.052.011.1ˆˆˆ HH
N
QVARQse   .
&		# 

!
 	
(
"	=# # 
'# 

	 # 	 	 	 G$H(;	   ***
;7# 
' * 	
		

 + 	 
 !;7	
			
	#"

;7		
			B			
	#"
;7		
			B
	
				
$!;7	
		'>D3! =#  # 
	 #
"
	
  xxxxPxF


   ;   ; exp1| 00 
	
	












 
-
"K		
		
			'


	
! # 
!''+ 	
K!(	

	

&
	! 

!=# #	#

$		
    0,1P     ; 1lnln  PH --
$
#








H
xQ exp.0 -
		
	!	+ 	
	


#((		! 

!$		
	

$		
!			'
	

3 ! 	

"	

	

1<	
18'1<#	 

	(	
!%! 

'$
	!



	

	# #$	
'

# # 	 #	# 
 ! 

 ('

)*+ 
# 
 		 + 	 
 !   !
+ 	

  0|log
1





	



 

N
n
nxf  -7
18	#>
	
4
-.7
	

 


#@	

#-.  
" %
"
 	
1<#  	 # 
	 # 

	

!	#!	 '18	
1<#  
18 	 ! !  % ! 

 
	#	

!		

	! 	$#
 
	

' *
#!
$
   		 
  (1) (2) ( ), , , Nx x x   ! 	
	  1 2, , , NX x x x  !"
! 

 #
	(
18!
	
	!		
 !# 
"#	#
! 


( | )f   + $	
  	$# 
! 


( | )F   E
   1 111( ) : log ( ) log ( )N Nn nnnH D D      -
*
(

&	
 ( )nD  	!

#E
( )
( 1)
( ) ( 1)( ) : ( | ) ( | ) ( | )n
n
x
n n nx
D f d F x F x 


      
-0
G	
			
H (0)x 	
 ( 1)Nx  	#
# (0) :x   	
 ( 1) :Nx    	 (0)( | ) 0F x   	

( 1)( | ) 1NF x    '*!! 		
 ( 1)nx  	

( )nx  
  	
 ( )nD    	 # 
		 ( )( | )nf x  '
3 	
 
	
 A  !  	
 1 2, , , NX x x x   	  $ 	 	 


( ) ( 1)n nx x   " 
$ 	 	  A  	
 log ( )nD   " # !  !







61.026.0
26.011.12
N

 Tx  ,,   ; 0,   0

 
!"		
	
   ( ) ( ) ( 1)log ( | ) logn n nf x x x    M

 ( ) ( 1)n nx x  '4	!	




!  ( ) ( 1)log n nx x  
 "	
 log ( )nD   	  	 	 #	$  "
 	  ( )log ( | )nf x  '*
"	>
	

4
-.7
		18	
1<	

	 		 + 	 	
 	$  	 	
 !!


	
!!
'
18 	
 # 	   	
 !
		 
 	
 

    
$		 # 
'
>		

+ "$18
	 	
"
!		
	
 
%
"
	
		!
 0x 

		# 
 	;
	8	
=#  <
	 	
		  8	
 ***
# 
'3 # 
"!

	
! 
%
"
		%
"
	1<
	
!
!	#	 % 
# 

	
I
	$			( '*
	 	
" #  	 "
  # 
  &	
 
# 


	!
B !
=#  	
		 # 
 "
  	
			
 
'*
	


& 	
	18"$

	"1<

+ 	# 
!	'
4	 !18  	  
	 ! !
	
 #	 
 	
' 	
@	
9					%	 - 
 	
		

	
"	!		
!
		 
 		! 


 11( ) : ( )
N
nn
T h N D

    -:
 ( )h   #	
$(! 

	
	
	
		$#
 

(!
!
!
	 ( ) log( )h x x  	
18
	 # 	#$ ( ) log( )h x x x    2( )h x x  
( ) 1h x x  '  	
 @	 9					%	 -
 

	
	
	!

		
&#			
"	"

	18 	  	 	 $		
 	
 
		+ $	
 1<"
	('
2
	

			A
 	
 #	  	18	

	"	##	
	
	'
		
3# #	
=# # 
"		
! # #1< 	
18  5	
	
	"		! !!
A!
	7-	
		
'4	 	

" 	    
 	! $
 !  ;4
 	$#=<ND!	 !
	
	! ($	  $	

5			

-...'3## 
 		"
	#
1
>		#
	%
$	
!  + 
 ! 	
 
 #  
 



 !  $ 	' 	 	
 	

		!,-'	
,/'70


$	  !	  
 
1	
 	
	
!		
; *;!-./0#	
1	 ?@> -./0"  !  #
# 
' 3 =#  # 
  	

		"	A	
			 

# 			
	"	 !			

!'/0	
"	@	# 
'*
		

!

$	#	
!	
"

  ! -- #	# ! 

&(	
&
	

!'-	
'....
	 
!!
	
	$		2!+ 	
0! #	

!

$		2!+
'--!=# 
# 
 



!.0

!

$	'

	
3	
	
	
 #!		
	"
!
	!#$	
		 	
	
 $		#'= 5	  
 # !
	 # !!
	!$	 !
				## 
		+ 
($  	
	  ' *
  
 	
(

	 
" 
	%

"
! 	 $
 
	 	 A  
 # !5	
	"	
	


!-!-
' #	
!	
#1<	

18		
	
			!
 ## 
"	"	

		A
!7					#	!	# :
-	!#1<	
18'4
	
	A
					#
		
1<	
18			"

	
'"$#	 

	
!
D	$
	

%-../B	 
"
	 !	! 5	
"%"
	  
,-	'
	
	# - 
 	 !  	 	
 	

		!  ## 
	
  	
	
	
		



	


  
1< ! 	 	 - 5	
		
 ! ! !!
 
	 	A'
	
!	
"

	## 
"!		
	
 #18' *
  	#  
 ! 
	
	!		!
		
" !
$!	
!
 
%! 

!1<! 

2(+!+
'
-!18'	#
		
	
 #"
  		 	 #	
 #
5	
	
 ! 
	 	 $
 !
	 ! A 7' 	
	  !  	

		 	 	"	 	 	
  !  	
			
	  #( $	 	
"
	
	A'4	!	# $	 
!				

#"
18 	
"1< "

!!

		"!			
'

	
	
3 ## 
		!
	
	  !  + 	
 	  
1<	
$
#+
'/	
.0

!

$	
	 #  	 O-'.: 	
	  	 
  $	 
#	
 !+
' :'
 5	 	
	
	
	
	$	
!	!--
+ 	
 	"   	
 
!
 $
	 	 

	(	
	#$'
 !-5		!A7"
1<			
		"	
+ 	
 
3' -' *
  	  
!
 
$	
#	
# 
	 
#	
 
	 	
	(	
'!+ 

# 
!  	
	
 			 ! 
-	 !#(#

		
!$ 	#3''3 -"
			 	
		
"!
5	
!
#	
   
	
!  + 	
 

  #	# !
(	
 	 	
 '.. 	
  " 
!

	
	!#	#!(	

	
'-' 

"!
!
#	

	#		"	5		!
	
		
				 !"
#	$
	!%		&'()		
	*

	

+	,	
		-	&.	

)/	
	&0$		
			*
	
(		 1+	
 ! " 
2& 3!4!4 33  35!! 3! "! 
%		 3"543 33  35"3 3!4"!"
1 1+	
 ! " 
2& 5!! "5 "!" 5!3
%		 !!3  " 3" !55"!  ! 

	
		
				 !"
#	$
	!%		&'61		
	*

	

+	,	
		-	&.	

)/	
'610
			*
	
(		 1+	
 ! " 
2& 35444 33!33 35!" 34"!
%		 3! 55 33"! 354  3!"!"
1 1+	
 ! " 
2&  " 45 53 " ! !3"
%		  !"3 !"" "5"! 5! 

 
!"		

			!;*# 
$

	#
-' 	
   	  
	 	 A

	  	 ! 	
 
	 	 A ! - 
 	
	$	 "
	
'

	
3=# # 
	

"	
!

	" 	 		 ! '/0 	
 "'18
 ! 		 	
"	  	
 
5		!!!

		
A
!7-	
 
-	'4
	#$



3
118	#

"
 #>
 	
4
 -.7  $ 


			!&		# 
"
	!
 	=# 
 	
"
1<
!	 '"$
	 
#	
 !5	
 	 ! =# 
# 
 $	 	  
 	
 

18
	!	 

	'
*
  	 >
 	
4
 -.7B (	 '
' 7./ 
	 	 1<	 	 



	"
 				P
-'*
	1<	!	
		
0x 
$   	 		 
 1x  	
 	




	 0ˆ  ! 
!			'
318	 	 	!	
Q


	"##	
!		'
"$ !  
$	
 	 $	 	 



"
 !	
		
 1x  
'=
 ! 1x  1m  
'' 1 2 mx x x     " 1 1mx x      	
		 #		
 11 m #	
 	
	'  	 
 	
     	
 			
4
('
3 

   # 
   	 =# 
# 
!+
'-#	#"#$ 	
A	 !
  1x !		

	  1 2, , , NX x x x  		
-'3	
18
	 !     	 

 $ 
 
4
(

#!		
		
$	
'
	"$"
	


+  	 	  	  
	
 ! 
	 !  		   	
  + 	
 ! 
# 
 ( | )F   '*
	!	5		

		

!	!%"	

!	
!	 BbX b 1   ;)( !%"
	$				
 )(bX "	 	
	
-'3		!!	



18&	
	
#! 
! '		
! 
	  
 	
  
	' "$ 
 
0
20
40
60
80
100
120
140
30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95
Location parameter
Fr
eq
ue
nc
y
0
20
40
60
80
100
120
140
160
180
200
25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
Scale parameter
Fr
eq
ue
n
cy
%
&	
	
	
		

					
	

	
	

	
		


 !"#				$	
		
	
%&"'"
		
		()'"				&
%
'	*	+

	
	
		
	
	

		


 	!"#				
&


	
		



	

(
"5	 	
 	  
=# # 
		"	
 
  & 	 	   



	 	
   
	
	  	
	 

!

$	"#	
 #!	
" 		! &		'
(
"=# # 
"	
 
 ! 


 	 
 	5	

#
	"		
 	
$	 
!  	 		 	 	
 # ( ! 
 	

 11 m   B	
		
	
A' *
 !	 ! 	  	
 $	  	
 

"	! 
#!!7
!
J7	
	# --
!J-'3 	

$	 "$
"
'0	


$'
3 7	

 #	
!	
		!'/0	
$'	! "
#	# 
! 

D3"#	

18&	!		!
		
	
 5	
## 
! 


D3
	#	
#	$	
$	5		
#	
 
-		
".0


!
'3 ! 
	
"  
#
	
	 	

'
4	 	!	 !#	%	

 !
!
	

$		
2
	!-'0

	#	#!

&
(
&,344+
'--'&,34444'
   
 	 	
 	(	
 "
 	
"  #	
  
  

'*
!#	!		 	
"

!
	
		
		


$		
	$-'0'	
!#	$ 
	# ! 
 
 # 
	!# 
+ 	
 ! 	 $
 
 
 $		 	
 
	 		 !  	
 # 
' 3 
" $	  !  	 			# 7 " 	
	   # 
 !  5	 	

		 	 
	$ %" 	
  !  	
				$# 
!
	 		 	  #	
	 $ %"'
>
+ 
# 
!5	+ 	

!#	#!

&(	
!'.'..	
'...
		$%""%"

	
	
#	#
	'=
			 "	

		#"	!	

		A
!7# 
!5		
		
(#	
	$%"
# 		
	
		 	$ 		 $ %"
'= 
%
(&	
	
	
		

	,-				
.	

/ 
			&0-(
	

	
	

	
	
 


$				
( 	
	

%&"'"		
		()'"	
			&
%
)	
	
	
		

	,-				
.	

/ 
			1(
	

	
	

	
	
 


$				
( 	
	

%&"'"		
		()'"	
			&
(
!!&,'.		+ 	
	$
	$ %"
 			
 
	 	" 
#	#!

&(	
'


!  
  
	 	 A 
" 	#	
3'7	
"3'0	

:"		!A-'3
		
A!-	
#$	 !			
 
" 	
 #"
 5		 	


 
!"		

, $* 	
   	
  7  0,, x 7   $* 	
   	
 7
   |1 PFxP  
	 

		
	0/
	8	*	
  
&%		&		

+'61		
	
1+ 1$*	
		
 1$*	
		

1 1 (		 64 644 6444
 5 35 0!33  !! !3!
! !! 5  3" "5 4  !
 3 "4  !3   !
, $*	
  	
 7  0,, x 7   $*	
  	
7
   |1 PFxP 
	

		
	0/
	8	*	
 "&
%		&		

+'61		
	
1+ 1$*	
		
 1$*	
		

1 1 (		 64 644 6444
 5  !5 044 0!3 5 45
!  ! 43 " 3"   !!
 "4 "" "3 !33 !" !4
%
*	
	
	
		

	,-				
.	

/ 
			&0-(
	

	
	

	
	
 


$				
( 	
	

%&"'"		
		()'"	
			&
%
+	
	
	
		

	,-				
.	

/ 
			1(
	

	
	

	
	
 


$				
( 	
	

%&"'"		
		()'"	
			
	(	
	
5	

!

	"	#"
D3	

D3'3  

!	#7	
$		!#			
# 
!5		
		
	
			!$	 !'/0# 
	$ 	 #$  $ %"
 !  	
		 	 J ' *
  ! 	  + 	

# 
 	    #  #
$%"	#	#
	'*
	
	# 
	$
'
4! 
	

		A"	
! 
  $   !  	 	
 	
	
		



	

		# 
!5			 
	
			#$ $%"
!	
J'/0  	# 7 	
 '   	
 + 	

# 
 	 ! 	
	# 	
	!	J'
4! 
!

3'7	
	%!
	
		
	$		#"
D3
	

D3'	
	!
	 !
 5	 + 	
 	 " 
 
	$	!	

#!#	#'4	 !
	!	

#	
	# 
$ 
	

!!		
	  

&	 
!
 
$	'
"$
D3	
#+ !!
!D3
$
!5					"
!
		' !!
	
#! 


	 	"+ 	
	
	
	! 


!# 
		#	


		

!	

&
	! 


! 

$	 	
	
! 	 
'+ 	
 :	
 - "
	 #+ 	


	
		
# =# + 	


	##	 !
			'!!!
#"


D3 	
  D3	 # ( ! =# 
# 
	!	A	'"$
"
	A
	!!
	 	
		 
  # 
 !  		"

%
# 
"
	


		
=
 

  
!
   	 !+ 

# 
 #5	
 	 	
 		 
	 $ 
	#   
 ! %"
 
 
	+ 	
"		
 
 
&
$&	


 

!%"
'
>	 ! 		 	
 	(	
  $ 
 %"
!+ 	
	
#
A'*
 
%"
!+ 	
"	! 


 
# 
!			
!  	
 !+ 
 # 
' >	  
 ## 

	
!=# # 

	("


&
	

!
 + 	
 
  		 # 
	

 
%"
!!'
=	
		A #	

! #   # 	
  =#  # 


		5	
	!A-

!"#
!	+ 	
# 

	
 	 ! A 7' 
! 
	  	 	

	 
	$ !  		  
	
	$		#!	!+ 
	
	'5	 !
#	$ !	 	
	(	
!
&		# 

	
		#

 
	#  $		 5	 
!
 
$	 !
	A!7E
		

	
	5	
!

$	"#	#'*

 (
	 	  #	$  !  5	

!
	!# 
	
!	+ 	
	
	$#
"

	   # 
	  !  	
		 $	 ' 
	
   	 
5		
$	
	# 
	 #)
	$	 	
'*
 	

#!	 	
		'
>
	
4
-.7	$"
	18
! 	
 		! 	 !+ 
# 

		 		$	
	$ 1<
	

$$
 	
  
%
"
 	
 		' "$
		
!185			#
! 

# #)	! 

	
 
!	'


 	
				 		
!	
		
A		
!!
 

	
!+ 
	
		
	$	 !			B
!
		


			
	
 
	
	 '
	
%97:)+7:7!4532	
0	


# 
	 & 

 	
 	 & 	*
	;	<77"44=3
%	>7%7!41		
,0#	#
&
6	,#  	77 !"3=
!"
%		&7)?67@7A17%)7!444
 ! "8(BC

)#7C
7,;
%7C)7",	
&
	&	


	&		
###
$77" =5
D&7ED)F7;F@7!45&
			*
	&
$$7$%774=
C	7FD)$#7CG7!44%&
&&D&H#67D&7H@
 5"
C76@7 "!%		 	
  
	

'(7754=4

	7 % ,7 EA7 !44!   
%&D)7(		7H@3
?7CF7 !45!%		& &		!
$77!"!5=!""5
	7@E	A$717"!F&	
	&&$)'77!=5"
A$	7F?7!434*D 
	
,;	 4578	'			&2&	7
71*+8'2;	"7!5=" 

 
!"		

	
  
 ! 


18 	 ! 
		!	=# # 

3	
18	!		 
>D3
( | )F   

8D3 ( | )f   !"
! 


 #	(E
 
 
 
1
12
( ) : log ( | )
log ( | ) ( | )
log 1 ( | )
N
n nn
N
H F x
F x F x
F x


   
   
 

4'-
*! 1n nx x   !    
 1log ( | ) ( | )n nF x F x       # 	 # 
		  log ( | )nf x  "

! 	
 
1<
'*
"	18
! 

!+
'4'-"	$!"
!"

 !!		
 1x  1m  E
    ( 1)1 1( ) : log ( | ) ( 1) log ( | ) ( )mH F x m f x H         
4'
	 ( 1) ( )mH   !18! 

 ( )H  
!
	 
!  1log ( | ) ( | )n nF x F x    	
I
 log ( | )nf x  !	
 nx "n m '3
=# # 
!+
'-18&! 

!
+
'4'"
#!!E
 
 
1
1 1
( 1)
( ) : log 1 exp( )
( 1) log ( 1) log( )
( )m
H
m
H

 


  

    
 	   	  
 4'7
 1 
+ 	
!
# 1 1 0:
x x

  '
#	
	 		!		  
	(  ! ( )H     # ! 
 ! 	 	

		 0x 		
 1x + $	

1 0  ' 3 0 1x x  	
 + $	
 1 0   
#
	
 (1) ( )H  EJ  1log 1 exp( )   M
1( 1) ( 1) log( )m      "
			
! ( )H  #	 
1
(1)
0
lim ( )H
 
   "	
! ( )H   	
 
	 	 ( 1) ( )mH    	
# 
'
3 1 0    1log 1 exp( )  + 	 1log( )   	
	
$A'4	  1( 1) log( )m m     

	
	!18! 

"
 1 0  '3
1m m   Q"	
1 0
lim ( )H
 
   "

+ 
			( !E ( )H  ! 
!	
1 0    + $	
 	
 	 !  	

		 0x 		
		

 1x '3

 1m m   Q!"
	 11 m   '
 "	
!J-''	
 
!  	 	 
 1x " 18 

	"	$

	 ! 		' *!
 		
-


 
#	!	 					

11 m '?	  	

!18 
	
	!1<

			
		 	"	#		
-$
 ! 1x '
@+$7I7!4 

#	
		

		*
 &  	 '!$ )  + 
F#7,			7G	7!=! 4
@787 !4 D	
  
	 & 
775= 
(7H17F7!443F&	%		
	
&#		&7734=
34
'	7' ,$7 C7 !44!F 		 	

#		& *	$0& 		&#$ 7
7"4=""!
; 	ED	7 !4 , $
& '-#$;ED7(		7H@
  
27D7@7 A767'G? 1&7 AE7
!455F		
		&	
	
	*	775!=5 
67'G?727D7D	7D@7A7!45
1	
	*	
	#	
7	74=4
6	7@8(7C67!44F			
&	

		
#		&&	
77! ="
E#7%7!45,/&	J	
		/$			$
$774=!!"
1	7A,7C7!44 ./.%&1&7
;*:	$7H1F !3
17F7 ,		7 C  (7 H7 !44 1
	*
	J	0	77
"4!=5
,$7CC767!44%				#
	

	&	*
	*
#)0#7
7 4=3
,&7:@'#7(87!45!E&#		&
#)0#7	
7" ="3"
G	&7 E'  1	7F(7 !443,	& 	$
%			
77!5 =!55"
8$7C17!44E&#	
			

(7	73 =5"
I78F	76,7!4552		

%		 	   $ 	
 
  
	* 	 
	0#77" =" 
I78 F	7 6,7 !454%		 	


	&	
	/#
$77!=5
I*7?87!44,

	
			

* & 	 (77
! "=!3!
